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Nichtlokale Elastizititstheorie der Ionenkristalle vom Typ A*B~

D.KEesseL * und E. KRONER **

(Z. Naturforsch. 25 a, 1046—1053 [1970] ; eingegangen am 9. Mai 1970)

The concept of non-local elastic response is explained. Neglecting retardation effects, the non-
local elasticity theory of ionic crystals of type A*B™ is derived from the atomic lattice theory by
means of the Euler-Maclaurin continuization. The electric part of the theory is comprised in mate-
rial tensor functions which can be calculated from the long range coupling functions (interatomic
potentials). The coupling functions are obtained classically on the basis of Coulomb’s law and
given in ordinary and Fourier space representation. From these functions the optical and acoustical

phonon dispersion curves are calculated.

The theory developed here is intended to replace the atomic lattice theory in situations where
the lattices sums of the atomic theory are unmanageable.

1. Allgemeines

Lineare nichtlokale Feldtheorien konnen gewo6hn-
lich auf ein rdumliches Funktional L, die Lagrange-
Dichte, gegriindet werden, die durch ein Integral
iiber alle Orte 17 des interessierenden Bereiches dar-
gestellt wird. Die Lagrange-Funktion selbst, daher
auch die potentielle Energie, ergibt sich dabei in
Form eines doppelten Volumintegrals iiber r und
1. Physikalisch bedeutet dies, daB Wechselwirkun-
gen iber endliche Entfernungen das Verhalten der
Felder wesentlich bestimmen.

Die Konzeption der Nichtlokalitdt hat nun auch
eine gewisse Bedeutung fiir die elastischen Eigen-
schaften der Festkorper. Wir sehen dies deutlich,
wenn wir die Antwort eines elastischen Korpers, der
einer Deformation unterworfen wird, studieren. Die
Kohasionskrafte, die durch die oben genannten
Wechselwirkungen tibertragen werden, sind von
elektromagnetischer Natur!; sie greifen an den
Atomkernen und Elektronen an, die den Korper
aufbauen. Erfahrt nun der Kern am Ort 7 eine
kleine Verschiebung u;(r), so wird ein anderer Kern
am Ort 7 nach Aussage der Elastizititstheorie hier-
von in dem Augenblick informiert, in dem die durch
diese Verschiebung ausgeloste Schallwelle den Punkt
1’ erreicht.

In Wirklichkeit hingegen beeinflufit die Bewegung
des Kernes bei 1 das von diesem ausgehende elek-

* Jetzt bei N. V. Texaco Belgium S.A., Gent, Belgien.

** Institut fiir Theoretische und Angewandte Physik, Univer-
sitdt Stuttgart.

1 Der Kiirze halber werden wir weiterhin von elektrischen
Kriften sprechen, da diese, zumindest in den hier beson-
ders interessierenden Ionenkristallen, die magnetischen
Krifte an Bedeutung weit iibertreffen.

2 Die Form (1) des nichtlokalen Elastizitdtsgesetzes ergibt
sich durch Grenziibergang aus den Gittergleichungen von
Bravais-Kristallen. Vgl. E. KRONER, Int. J. Solids and
Structures 3, 731 [1967]. — Bei nichtprimitiven Kristallen
ergeben sich kompliziertere Verhiéltnisse, wie wir spiter

trische Feld, und dessen Anderung breitet sich mit
Lichtgeschwindigkeit aus. Hierdurch fiihlt der Kern
bei 1 die Verschiebung des Kernes bei 7 nach einem
Zeitintervall, das &uBlerst kurz verglichen mit den
Zeitintervallen ist, die bei Anwendungen der Elasti-
zitdtstheorie eine Rolle spielen. Auf Grund dieses
Befundes erwartet man eine praktisch momentane
Antwort bei allen Punkten 1’ des Korpers auf die
Verschiebung des Kernes bei 7.

Wahrend die konventionelle Elastizitatstheorie auf
dem Prinzip der Lokalitdt basiert, also die Span-
nung am Ort 7 als eine Funktion der Dehnung am
Ort 7, nicht aber auch als Funktion der Dehnungen
an anderen Orten 1’ betrachtet, haben wir jetzt eine
neue Situation. Hierbei ist es wesentlich, daf} die
Anderung der elektrischen Felder, die von der Teil-
chenverschiebung herriihrt, eine gewisse Reichweite
hat, die materialabhéngig ist. In manchen Materia-
lien ist diese Reichweite von der Groflenordnung
der Gitterparameter, in anderen Stoffen ist sie gro-
Ber. Man findet, dal} die Elastizitdtstheorie in ihrer
iblichen Form gut genug ist, solange die wirkliche
Losung eines Problems, wenn sie mit Hilfe von
Fourier-Integralen oder -Summen dargestellt wird,
mit erheblichen Amplituden nur solche Wellenldngen
enthilt, die gro verglichen mit der Reichweite der
Kohiasionskréfte sind. Fiir solche Wellenlédngen be-
obachtet man z. B., wie von der Elastizititstheorie
gefordert, keine Dispersion.

auch bei der Behandlung der Ionenkristalle sehen werden.
An neueren Arbeiten zu dem Problemkreis ,,Gittermecha-
nik —nichtlokale Elastizitédtstheorie“ seien zitiert: I. A. Ku-
NIN, PMM 30, 542, 866 [1966] ; V. E. VpovIN u. I. A. Ku-
NIN, PMM 30, 1071 [1966]; I. A. KuNIN, Mechanics of
Generalized Continua, E. KRONER Herausg., S. 321, Sprin-
ger-Verlag, Berlin 1968; J. A. KRuMHANSL, ibid. S. 298;
R. D. MiNDLIN, ibid. S. 312; E. KRONER, ibid. S. 330; E.
KrONER u. B. K. DaTTA, Proc. Conf. on Fundamental
Aspects of Dislocations, Washington, D.C. 1969, im Druck;
J. BAUMGARTE u. E. KRONER, Proc. XII-th Intern. Congr.
Appl. Mechanics, Stanford 1968.
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Unter Vernachlassigung der zwar kleinen, aber
doch endlichen Laufzeit der elektromagnetischen
Welle von r nach 1’ kann man den eben beschrie-
benen Sachverhalt in linearer Naherung, auf die wir
uns durchgehend beschridnken, durch ein Material-
gesetz der Form 2

0;i (7) = Cijr1 e (T) +'7r0iikl(r, ) en(r)dV’ (1)

beschreiben, in dem

exy= (Qpur+ Syux) [2 (2)

die Dehnung und

O;j = 51:/68,']' (3)

die zugehorige Antwortgrofle darstellen soll, die wir
als Spannung bezeichnen. Die lokalen Eigenschaf-
ten, die aus dem kurzreichweitigen Anteil der Ko-
hésionskrafte folgen, werden durch den — evtl. orts-
abhédngigen — Tensor C;j; beschrieben, wahrend
die dem ldngerreichweitigen Anteil zugeschriebenen
Materialeigenschaften durch die 2-Punkt-Tensorfunk-
tion c¢;jz; (T, 1) erfaBt werden.

Man konnte daran denken, die eben beniitzte
Néherung einer unendlich grofen Ausbreitungsge-
schwindigkeit der elektromagnetischen Wellen auf-
zugeben, indem man in das Materialgesetz in pas-
sender Weise eine Retardierung einfithrt. Diesen
Gedanken wollen wir in dieser Arbeit nicht weiter
verfolgen, da wir uns hier ein anderes Ziel gesetzt
haben: Die langerreichweitigen Materialfunktionen
(Tensorfunktionen) werden modellmiBig fiir einen
einfachen Fall berechnet, und fiir die mit ihrer Hilfe
aufgestellten Bewegungsgleichungen werden einfache
Losungen gesucht. Auf diese Weise kann ein Ein-
druck iiber die Leistungsfahigkeit der Theorie ge-
wonnen werden.

Als Modell wird ein Ionenkristall vom Typ A*B~
gewihlt, dessen Ionen als geladene Massenpunkte
behandelt werden. Die elektrische Polarisierbarkeit
der Ionen wird nicht beriicksichtigt, obwohl sie fiir
das Verhalten realer Ionenkristalle hinreichend wich-
tig ist. Die Komplikationen, die man sonst erhielte,
wiren zu grofl fiir unsere mehr orientierenden Stu-
dien. In der Tat entfernen sich Teilchen, die nicht
nur geladen, sondern auch noch polarisierbar sind,
schon recht weit von dem Begriff des Teilchens in
der Mechanik.

Wir erwarten, daB die nichtlokale Elastizitats-
theorie zur Beschreibung von Phénomenen, die sich
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auf einer mittleren Skale abspielen, als niitzliches
Hilfsmittel erweisen wird. Im makroskopischen Be-
reich wird die konventionelle Elastizitatstheorie aus-
reichen. Andererseits kann man zur Beschreibung
von Phénomenen auf der atomaren Skale sicher
keine Theorie beniitzen, die die Diskretheit der Ma-
terie iibersieht. Die nichtlokale Kontinuumstheorie,
die die konventionelle Elastizitétstheorie bei kiirze-
ren Wellenldngen ersetzen soll, wiirde also auf der
atomaren Skale ihre Giiltigkeit verlieren, wo eine
Gittertheorie angemessen erscheint. Interessanter-
weise hat jedoch die Kontinuumstheorie auch hier
noch Moglichkeiten, wie wir am SchluB8 dieser Ar-
beit kurz zeigen werden.

Bedenkt man, daB die klassischen Theorien im
atomaren Bereich ohnehin fragwiirdig werden, so
scheint es, daf} klassische Gittertheorien keinen we-
sentlich groBeren Anwendungsbereich besitzen als
klassische (nichtlokale) Kontinuumstheorien. Diese
Vermutung wird auch durch die vorliegende Arbeit
gestiitzt.

Nun 1aBt sich, wie auch hier gezeigt wird, die
nichtlokale Elastizitdtstheorie aus der Gittertheorie
gewinnen, indem man die dort auftretenden Sum-
men nach den zustdndigen Gesetzen der Mathematik
— etwa mit Hilfe der Euler-Maclaurinschen Glei-
chung — in Integrale umformt. Das Kriterium, ob
man in einer gewissen Situation beser die (nicht-
lokale) Kontinuumstheorie oder die Gittertheorie
beniitzt, diirfte also lauten: LaBt sich unter den ge-
gebenen Umstinden besser mit Summen oder mit
Integralen rechnen? Wéhrend ebene Wellen in der
Gittertheorie, aber auch in der Kontinuumstheorie,
gut zu behandeln sind, scheint die Kontinuumstheo-
rie in anderen Fillen, z. B. bei der Beschreibung
der Wechselwirkung von Gitterfehlern, gewisse Vor-
ziige zu haben. Wir glauben daher, dal die Beschif-
tigung mit dem vorliegenden Thema nicht nur allge-
meine Einsichten vermittelt, sondern auch prakti-
schen Nutzen zeitigen kann.

Wir werden im folgenden eine rein mechanische
Theorie in dem Sinn erhalten, daB3 der Zustand des
Materials ausschlieBlich durch mechanische Begriffs-
bildungen beschrieben wird. Der elektrische Anteil
wird vollstindig in den Materialtensoren unterge-
bracht, deren Berechnung aus den Informationen
iiber den Aufbau des Materials die Losung eines
elektrischen (genau genommen, eines quantenelek-
trodynamischen) Problems erfordert. Die Nichtloka-
litdt hat in dieser Formulierung ihren Ursprung in
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der endlichen bzw. unendlichen Reichweite der elek-
trischen Wechselwirkungen. Man kann andererseits
das elastische Verhalten von Ionenkristallen auch
mit einer streng lokalen Theorie beschreiben. Diese
Theorie ist dann nicht mehr rein mechanisch im
obigen Sinn, sondern gekoppelt mechanisch-elek-
trisch. Man vergleiche hierzu die Ausfithrungen von
BorN und HUANG3 sowie von LEIBFRIED . Man
erkennt, dall die Problematik ,,Jokal — nichtlokal*
eng mit dem alten Problemkreis »Nahewirkung —
Fernwirkung® verkniipft ist.

2. Die Grundgleichungen der nichtlokalen
Elastizitdatstheorie von A*B -Ionenkristallen

Wir beschrianken uns weiterhin auf Ionenkristalle
vom Typ A*B7; jedoch ist die Theorie sinngemal}
auch auf kompliziertere Gitter anwendbar.

Abb. 1 zeigt die beiden Ionen einer Elementar-
zelle zunéchst in ihrer Anfangslage vor der Defor-
mation des Kristalls. Die Vektoren, die die Lage der
lonen und ihres Schwerpunktes (genauer: Massen-
mittelpunktes) S beschreiben, sind dabei durch iiber-

Es*

Abb. 1. Zur Geometrie der Teilchenverschiebung
im Ionenkristall.

dachte Symbole gekennzeichnet. Eingetragen ist fer-
ner eine gedachte Zwischenlage des Ionenpaares (im
Bild gestrichelt), die aus der Anfangslage durch

3 M. BornN u. K. HuaNG, Dynamical Theory of Crystal Lat-
tices, Oxford, Clarendon Press 1954, § 25.

4 G. LeBFRIED, Gittertheorie der Mechanischen und Thermi-
schen Eigenschaften der Kristalle, Handbuch der Physik
VII/1, Springer-Verlag, Berlin 1955, S. 208 ff.

Gitter mit 3 Teilchen oder mit 4 nichtplanar angeordneten
Teilchen konnen ebenfalls durch Zellverschiebung s; und
Zelldistorsion v;j kinematisch vollstdndig beschrieben wer-
den, jedoch enthilt 1;; dann 6 bzw. 9 kinematische Frei-
heitsgrade. Wenn man den Teilchen die Zwangsbedingung

G
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eine Parallelverschiebung, die wir die ,,Zellverschie-
bung® nennen, um den Vektor s; hervorgeht. Dabei
ist die neue Position des Schwerpunktes durch S an-
gedeutet. Die ebenfalls eingezeichnete Endlage wird
von der Zwischenlage aus durch die Verschiebungen
u;" bzw. u;” erreicht, wobei sich die Lage des Schwer-
punktes nicht mehr verdndert. Fiir die Vektoren, die
die Endlage beschreiben, sind jeweils die gleichen
Buchstaben wie bei der Angabe der Anfangslage ge-
wihlt, jedoch ohne Dach.

In allen folgenden Formeln werden kartesische
Koordinaten verwendet. Fiir die Wahl der kinemati-
schen Variablen gibt es mehrere Moglichkeiten. So
beniitzen MINDLIN 2 und BAUMGARTE und KRONER 2
die Gesamtverschiebungen s; +u;* bzw. s;+u;” der
beiden Teilchen. Eine ebenso brauchbare Wahl er-
gibt sich, wenn man die u; unter Einfiihrung eines
zweistufigen Tensors v;; der ,,Zelldistorsion“ in der
Form

w =z — i =2 py,

u =2 — X =2 Wi (4)
darstellt, wobei S nur dann die neue Lage des Schwer-
punkts anzeigt, wenn

Mtut+ M ui =M*z; + Mz
“M'zt+ Mz =0 (5)
gilt. M* und M~ sind die Massen der positiven und
negativen Ionen.

Es ist leicht zu sehen, daf} der Tensor v;; drei un-
abhingige Komponenten enthilt, von denen eine die
Abstandsidnderung der lonen, die beiden anderen
die Drehung des Ionenpaares beschreiben. Wir wer-
den weiterhin die Verschiebungen s; und die Dis-
torsionen v;; als die kinematischen Variablen un-
serer Theorie verwenden. Sie erfassen 6 kinemati-
sche Freiheitsgrade entsprechend den Bewegungs-
moglichkeiten zweier Massenpunkte .

Die Ableitung der Bewegungsgleichungen wird jetzt
nur kurz in Worten, unter Auslassung der eigent-
lichen Rechnung, dargestellt, weil diese Rechnung
bei KEesseL® detailliert zu finden ist, und weil sie

der Erhaltung ihrer Absténde auferlegt — was niaherungs-
weise erfiillt ist, wenn die chemische Bindung innerhalb der
Zelle sehr viel stiarker als die Bindung von Zelle zu Zelle
ist —, dann kann man die Zellen als kleine starre Korper
mit den Freiheitsgraden der Translation und Rotation auf-
fassen. Der Tensor v;ij wird in diesem Fall antisymmetrisch.
Von hier aus vollzieht man bequem den Grenziibergang zu
dem in den letzten Jahren vieldiskutierten Cosserat-Kon-
tinuum.
8 D. KgesseL, Dissertation, Clausthal 1968.
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sich auch wenig von fritheren Rechnungen unter-
scheidet, z. B. von der bei BAUMGARTE und KRO-
NER 2.

Zunichst stellt man die Gitterformeln fiir die ki-
netische Energie T und potentielle Energie W des
Kristalls auf, die zweite in Form der bekannten Ent-
wicklung nach den Verschiebungen um die Gleich-
gewichtslage, wobei nach den Gliedern 2. Grades ab-
gebrochen wird.

Wir numerieren die Zellen mit Hilfe der (zunachst
nur diskreter Werte fihigen) Ortsvektoren 1 bzw. 1’
der Zellschwerpunkte durch, d. h. die Komponenten
von T und 7 sind die :c,s(r) und die x,s(r)

Entsprechend den 6 Freiheitsgraden der Zelle be-
trachten wir W als Funktion von X#(7), X;#(1) so-
wie — je nach Bedarf — entweder von z;*(r),
z;*(r') oder von z;* (1), (1) oder von z; (T),
2;7(1") als unabhingigen Variablen. Man erhilt so
mehrere Formen fiir die Energie W, die sich mit
Hilfe der Gl. (5), d.h. M*z;* + M~ 2;7 =0, leicht
ineinander umrechnen lassen. Ersetzt man in der
Entwicklung noch die u;* bzw. u;” nach Gl. (4)
durch die v;;, so findet man fiir die potentielle
Energie der Verschiebungen s; und Zelldistorsio-
nen ;;

W:% { (1 1) (1) s (1)

+2 Dy (7, 1) (1) i (1) (6)
+ Dyt (1, 1) i (1) le(r’)}
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mit den Kopplungsfunktionen
e
OX:# (1) X (1)’
2w
OX{* (1) Bz (1)
B 2w -~ (7)
T 8x () de () 7T
W
3 () 35 (F)
2w
it (r) Bz (1)
LA
~ Oz (1) dx;~ (1)

Dy (7, 7) =

Dy (7, ) = :;j+ (r)

Dy (7, 7') = 'f;f(r) 2 (F)

I; (r) fz ()
2 (¥) 27 (1),

wobei die Differentiationen um die Gleichgewichts-
lagen

Xis = Xis, 1','+ = ;i+’ T =
zu nehmen sind.

Bei der nun folgenden Kontinuisierung der Ener-
gie, bei der die Vektoren 7 und 7’ einen kontinuier-
lichen Wertebereich erhalten, spalten wir von den
@’s den stets vorhandenen, fiir *— 7’ stark an-
wachsenden Anteil @®) ab. Hier soll das hochge-
stellte (k) andeuten, dal3 dieser Anteil einer kurzen
Reichweite der zugehorigen Krafte entspricht. For-
mal setzen wir die @) als eine endliche Summe von
Diracschen O-Funktionen O(7,7°) und deren Ab-

leitungen bis zu einer Ordnung N an, z. B.:

DR (1, 1) = ay(v) 6(r, 1) +ayj () 3 8(1, 1) +ay(r) 3;8,0(r,7) +. (8)
diik}z (1, 7) =y (*) S 1) + Yirjim(F) B O(1, 1) +m,zmn(r) Om O 6(r,r) Pouwn x

Dabei verstehen wir die a und y als lokale Material-
tensoren, die bei einem homogen aufgebauten Kri-
stall konstant werden.

Das Kriterium dafiir, wie weit man in den Ent-
wicklungen (8) zu gehen hat, wird durch die For-
derung gegeben, dall bei Kontinuisierung der po-
tentiellen Energie mit Hilfe einer dreidimensiona-
len Version der Euler-Maclaurinschen Formel der
langreichweitige Anteil @ von @ fiir r— 1’ ,hin-
reichend“ sanft wird

Gewohnlich wird man in Gl. (8) mindestens bis
zu den zweiten Ableitungen gehen miissen. Der in-
teressante Fragenkomplex der Aufspaltung der Ko-
hésionskrafte in Beitrdge kurzer und langer Reich-
weite bedarf weiterer Untersuchungen. Bei der Be-
rechnung der @V’s fiir den CsCl-Kristall werden
wir hierauf noch zuriickkommen (Abschnitt 4).

Nach Durchfithrung der Kontinuisierung erhalt
man die kinetische Energie und den kurzreichweiti-
gen Anteil der potentiellen Energie in Form von
einfachen Volumintegralen, wihrend sich der lang-
reichweitige Anteil der potentiellen Energie aus dop-
pelten Volum- und Oberflachenintegralen zusammen-
setzt. Mit der kinetischen und potentiellen Energie
kennt man auch die Lagrange-Funktion L=7T—-W
und erhélt nach einer Routinerechnung die Bewe-
gungsgleichungen und Randbedingungen.

Um die bei Beriicksichtigung der Oberfliache auf-
tretenden Komplikationen zu vermeiden, werden wir
uns im folgenden mit unendlich ausgedehnt gedach-
ten Kristallen befassen?. Alle Materialtensoren hén-

7 Der Beitrag der Oberfliche kann mit der bei KRONER und
DATTA 2 besprochenen Methode behandelt werden.
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gen nun nur noch von *—1' ab. Die Randbedin-
gungen werden gegenstandslos. Setzen wir noch
Zentrosymmetrie des betrachteten Kristalls voraus,

gs(r)+ Qikpq Op Og Sk (T) +

2V V

Jl 1/’11(") e V Vikil 11"'kl(") g = V Vikilpg a aq 1#}kl(r) + 7 V SdV ¢Sc)yl

V4 ist das Volumen der Elementarzelle. Fi(r) = F;*(r)
+F;(r) stellt die am Schwerpunkt der Zelle an-
greifend gedachte @uflere Kraft dividiert durch das
Zellvolumen, also die stetig gedachte duflere Kraft
pro Volumeinheit dar, wiahrend Fj;(r) =x;" F;*(r)
+;” F;7(r) das erste Moment der an der Zelle an-
greifenden dufleren Krifte dividiert durch das Zell-
volumen représentiert, das wir als duflere Doppel-
kraft pro Volumeinheit verstehen. Ahnlich sind die
Massendichte ¢ und der Trigheitstensor pro Volum-
einheit @;; mit Hilfe der Ionenmassen M* und M~
definiert, namlich
o= (M"+M)[V,,
@jk = (M* Zj+ t+ M- zi ) /VO .

Von den lokalen Materialtensoren sei besonders der
Tensor y;.;; hervorgehoben, der die Moglichkeit zu
starren Schwingungen des positiven und negativen
Ionengitters gegeneinander enthalt.

3. Berechnung der Kopplungsfunktionen
fiir lonenkristalle vom Typ des CsCl

Da das CsCl-Gitter zentrosymmetrisch ist, konnen
wir uns auf die Berechnung von @ (r—1') und
@Ry (r—1') beschrinken. Der zu den Coulomb-
Kriften zwischen den Ionen gehérige Anteil der
potentiellen Energie schreibt sich, mit ¢ als Ladung
des positiven Ions,

(10)

[

2
)  wE@h

_ 7 }
z{xzﬂ)—%(ﬂ|

DY (r—1) =

1
DRy (1 — ")——'

2SdV DY (r—1) s (r) = —F;
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dann verschwinden alle Materialtensoren ungerad-
zahliger Stufe, und die Bewegungsgleichungen
schreiben sich in der Form

(9)

(r—7) yu(r)=—F;.

Hier kann v die Werte 1 —8 annehmen, mit denen
wir die acht (111)-Richtungen bezeichnen. Die
Summe tiber » verstehen wir folgendermaBen: Wihlt
man ein bestimmtes Ion aus, so gibt es fiir dieses
im CsCl-Gitter acht Moglichkeiten, mit einem néch-
sten Nachbarn eine Elementarzelle zu bilden, ent-
sprechend den acht durch » bezeichneten Richtungen
in den Raumdiagonalen. Es erweist sich fiir spater
als zweckmafig, keine dieser Richtungen auszuzeich-
nen, weshalb wir oben die Summe iiber die acht
Orientierungen eingefiihrt haben. Natiirlich gilt fiir
alle Richtungen W) =W. Zur Vereinfachung der
Schreibweise haben wir die #’s nicht an den X- bzw.
2-Groflen, sondern an den Klammern angebracht.

In den Definitionsgleichungen (7) fiir die Gro-
Ben @ wurde die potentielle Energie als Funktion
der X#(r) und z;*(7r) bzw. z;7 (1) aufgefaBBt. Wir
ersetzen dementsprechend die Variablen X in Gl
(10) durch Xi+=Xis +x,~+, Xi_=Xis +2z;-. Wir be-
achten ferner, da} wegen der besonderen Form der
Betragsausdriicke in den ersten drei Nennern von
Gl. (10) die Differentiationen nach z;* und z;” in
den Gln. (7) durch Differentiationen nach X;® ersetzt
werden diirfen, fiir die wir 3/3X®=20; schreiben.
Der durch den vierten Nenner in Gl. (10) erfal3te
Anteil zur potentiellen Energie betrifft nur Wechsel-
wirkungen zwischen nachsten Nachbarn. Wir den-
ken diesen Beitrag bei den kurzreichweitigen Kraf-
ten beriicksichtigt, so daf} er in den hier zu berech-
nenden langreichweitigen Kopplungsfunktionen nicht
erscheint. Beachten wir noch, dall r der Vektor mit
den Komponenten X;#(r) sein sollte, dal ferner
nach Ausfithrung der Differentiationen

X (1) =X3(r), 2t (1) =z (r), 27 (r) =z,(7)
zu setzen ist, weil Gl. (6) eine Entwicklung um die

Gleichgewichtslagen darstellt, so konnen wir das
Ergebnis sofort hinschreiben:

b= =)
lr—r| |r-r+elf,’

{a,aﬁ-b b, 2a,bl } (11)

lr—7]  [r-r+c]
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Aus Griinden einer einfacheren Darstellung ist hier
fur dle im Kristall konstanten Vektoren z;", x, und
z, —x, die neue Bezeichnung a;, b;, c; eingefiihrt
worden. Es sind in den Klammern genau diese Gro-
Ben, die von den » abhingen. Wir bemerken noch,
daB fiir groBe Abstinde |r—17| die Kopplungs-
groBen wie |r—1"|™* abfallen.

Fir die Behandlung von Wellenproblemen be-
niitzt man mit Vorteil die durch

D(r—7)=[ Dk)exp{i k- (r—7)} d%k; (12)

d&(k) = *'*SQ(r r)exp{—ik - (r—7)}dV
definierten Fourier-Transformierten E(k) der Kopp-

lungsfunktionen. Diese erhélt man mit Hilfe der be-
kannten Fourier-Darstellung:

1 N W+ T ) .
Ir_r'+c| oy S 52 exp{lk (r—r +C)}d k
(13)
in der Form
2

gp(l) (k) _ qn2 kkifl. _ ZCOSk'C),

= ki k

Pl () =”’q 2k 0;1[8(a* + b?) (14)

48 nt
+2ab Ecosk cl.

Hierbei ist bereits berticksichtigt, da fiir ein Gitter
vom CsCl-Typ

2 (aja;+bjb) = 4§ (a®+b2) 6,

Sajbexp{ —ik-¢} = — tabd; > exp{ik-c}
abdj 2 cosk-c (15)

gilt, wo a, b die Beitrige der Vektoren @, b be-
zeichnen.

4. Weiteres zur Aufspaltung der
Wechselwirkungen in Beitrige von kurzer
und langer Reichweite

Den kurzreichweitigen Anteil @® (r—1") der
Kopplungsfunktionen hatten wir in Gl. (8) durch
J-Funktionen und deren Ableitungen bis zu einer
gewissen endlichen Ordnung N beschrieben. Be-
kanntlich hat aber die n-te Ableitung der Dirac-
schen 6-Funktion eine Fourier-Transformierte pro-
portional zu k". Die Fourier-Transformierte von
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@& (r —1’) sollte daher als Polynom vom Grade N
in k darstellbar sein. Konsequenterweise sollte dann
aber die_Talyor-Entwicklung des langreichweitigen
Anteils @O (k) der Kopplungsfunktionen Potenzen
bis zum Grad N in k nicht mehr enthalten.

Sollte eine Uberpriifung der auf irgendeine Weise
ermittelten Kopplungsfunktionen o0 (k) hier
natiirlich der durch die Gln. (14) dargestellten Funk-
tionen — ergeben, dafl dort Beitrdge von Potenzen
vom Grade n_§~N in k enthalten sind, so sollten
diese von den @U (k) abgezogen werden, da sie
nach unserer Vereinbarung in den @®) (k) zu be-
riicksichtigen sind. Den dann iibrig bleibenden An-
teil von @O (k) bezeichnen wir mit Q(N)(k)

Wir werden in der Tat finden, dal die Kopplungs-
funktionen in Gl. (14) solche kurzreichweitigen An-
teile enthalten. Hierdurch sind wir insofern nicht
allzu_iiberrascht, als ja in der fiir die Berechnung
der @’s in Gl (14) verwandten potentiellen Ener-
gie auch Wechselwirkungen zwischen nachsten Nach-
barn eingeschlossen waren [némlich in dem 3. Term

von Gl. (10)].

Die sich nach dem erwahnten Abzug ergebenden
Kopplungsfunktionen @™ (r—17’) sind fiir r— 1
sanfter als die urspriinglichen langreichweitigen
Funktionen @O (r—1’), und zwar sind sie um so
sanfter, je groBer N gewihlt wird. Eine entspre-
chend bessere Naherung stellt dann auch die Anwen-
dung der Euler-Maclaurinschen Formel in der von
uns beniitzten abgebrochenen Form, die die Ablei-
tungen an den Bereichsgrenzen auslaft, dar. Je gro-
Ber wir also N machen,Ndesto besser stimmt der von
uns berechnete Anteil @™ (k) der Kopplungsfunk-

tionen.

Die folgende Uberlegung macht diesen Befund
auch gut verstindlich. Ziehen wir die Beitridge der
Potenzen k" bei ansteigendem n nacheinander von
den @D ab, so befreien wir jedesmal die iibrig ge-
bliebene langreichweitige Funktion von ihrem kurz-
reichweitigsten Anteil. Die besondere Schwierigkeit
von dessen Berechnung umgehen wir also da-
durch, da8 wir ihn einfach nicht berechnen, indem
wir ihn zu den kurzreichweitigen Kopplungsfunktio-
nen schlagen.

Die Berechnung der im kurzreichweitigen Teil auf-
tretenden lokalen Materialtensoren ist eine schwie-
rige Aufgabe der Quantenmechanik, die auch die
Diskretheit des Aufbaus der Ionengitter beriicksich-
tigt. Mit anderen Worten konnen wir danach unsere
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Methode der Aufspaltung der Wechselwirkungen
in Beitrdge von kurzer und langer Reichweite so
charakterisieren: Wir setzen den langreichweitigen
Anteil der Kohasionskriafte mit dem Anteil gleich,
den man mit einer klassischen Kontinuumstheorie
hinreichend gut erfassen kann.

NICHTLOKALE ELASTIZITATSTHEORIE DER IONENKRISTALLE VOM TYP A*B-

Bei der Rechnung des nichsten Abschnitts zum
Problem der Wellenausbreitung im CsCl-Gitter wer-
den wir das Verfahren konkret erldautern. Dabei
werden wir annehmen, dafl es gut genug ist, beim
Abzug kurzreichweitiger Beitrdge zu ¢(l)(k) bis
N =2 zu gehen.

5. Ausbreitung elastischer Wellen in Ionenkristallen vom Typ CsCl

Gehen wir mit dem Ansatz fiir ebene Wellen

si(?) =Si(k) exp{i(k-T—w.t)},

;i (1) =

(k) expli (kT — op 1) } (16)

in die Bewegungsgleichungen (9) mit F;=0, F;; =0 ein, so erhalten wir mit @; =0 d;:

% 1
{—Qo);kéik— ——— Qg kp kg + ~~~§D§ (k)}5k=0

{ — 0 8; 0y w5y + ';0 Vikil — "2*1[/0
Aus diesen Gleichungen folgen die akustischen und
optischen Frequenzen des Schwingungsspektrums.
EinBlick auf die Kopplungsfunktionen nach Gl. (14)
zeigt, daf} im CsCl-Gitter die langreichweitigen Wech-
selwirkungen nur die longitudinalen Wellen beein-
flussen, bei denen die Verschiebungen s; bz. »;* und
u;~ parallel zur Ausbreitungsrichtung liegen [vgl.

k
(k) = 2 Bk -

_'—S n

8a° ) s
Vikitpg kp kg + ’Ij(;g‘ Dyn (k) ¢ ¥ia=0

(17)

hierzu Gl. (4)]. Dieser Befund ist schon ldnger be-
kannt 8.

Wir beschrianken uns weiterhin auf die longitudi-
nalen Wellen mit der Ausbreitungsrichtung [100].
Dann ist ky=ky;=0 und k;=k=|k|. Mit dieser
Festsetzung lassen sich die Summen in den Gln. (14)
leicht ausrechnen und man erhilt die Kopplungs-
funktionen in der Form

ajl [(a‘-’+b2) —4ab sin? k;] (18)

mit ¢=| c| =a-+b. Da wir uns fir N =2 entschlossen hatten, miissen wir die Bestandteile mit £° und k2
abziehen, um die endgiiltig zu beniitzenden (D(")(k) zu erhalten. Diese ergeben sich zu

kc

2 k‘) 2
52) I 2° o
D17 (k) (sm 5 1 ) .

¢(ﬁ)jz (k) =

2

L s abdj (sm o

_ B
3a 2 4 ) (19}

und von den Gln. (17) folgen die Frequenzen der longitudinalen elastischen Wellen mit Ausbreitungs-

richtung (100) in der Form

c 16nq®( . ke Kk2c2
wgk = f k2 **Q*'V;g* (Sln2 E = &4* ) 5 €y = (11111/2 VO 5
5 s d , 1 ok 2 2 2
wep =wi + 7131,1, k? — 36;[/‘12 ab ( 25 = L;*) i Wy = 7;/1;1 5 diyyg = 7;1;/1;1 . (20)

Hier haben wir a;;;;/2 ¥V, mit dem Voigtschen Modul c;; des CsCl-Kristalls identifiziert.

Bei unserer Wahl von N erhilt man bei Vernach-
lassigung der langreichweitigen Wechselwirkungen
einen geradlinigen Verlauf der w(K)-Kurven fiir
den akustischen und optischen Zweig. Die — auch
experimentell beobachtete — Kriimmung dieser Kur-
ven riihrt also von weiterreichenden Wechselwirkun-

gen her, deren Beitrag von den Gln. (20) abzulesen
ist. Bilden wir d2w?/d (k?)2, so ist der kurzreichwei-
tige Anteil eliminiert und man kann unser Ergebnis
ohne besondere Anpassungen mit dem Experiment

8 Vgl. G. LEIBFRIED, l. c. 4
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vergleichen. Wir hoffen, hieriiber in einer spateren
Arbeit berichten zu konnen. Da wir in dieser Unter-
suchung Retardierungseffekte und Ionenpolarisatio-
nen vernachldassigt haben, erwarten wir zunichst
noch keine allzu gute Ubereinstimmung zwischen
Theorie und Experiment.

6. SchluBbemerkung

Bei KRONER und DATTA 2 ist eine Methode an-
gegeben, wie man von den Kopplungsfunktionen zu
den im Spannungs-Dehnungs-Gesetz [z. B. Gl. (1)]
auftretenden Tensorfunktionen kommt. Die hier ent-
wickelte Theorie ist eine erweiterte Elastizitdtstheo-
rie der Ionenkristalle, und zwar soweit Zeiteffekte
nicht betrachtet werden die allgemeinstmégliche li-
neare Theorie. Dies ist daran trkenntlich, dal wir
den Zusammenhang zwischen Spannung und Deh-
nung in Form des allgemeinen linearen Raumfunk-
tionals erhalten. Insbesondere kann man die Kopp-
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lungsparameter aus Messungen von Phononenspek-
tren entnehmen, daraus die genannten Material-
Tensorfunktionen bestimmen und danach elastizi-
tatstheoretische Probleme bis zum Erhalt numeri-
scher Ergebnisse durchrechnen. Die Lésungsmannig-
faltigkeit ist grofer als die der entsprechenden Git-
tertheorie, da in einer Kontinuumstheorie auch Wel-
len mit einer Liange vorkommen, die kleiner als der
doppelte Gitterparameter ist. Wenn solche unphysi-
kalischen Resultate aus der Kontinuumstheorie aus-
geschieden werden, erhilt man genau die Losungen
der Gittertheorie (sofern die Kopplungsgroflen in
beiden Theorien korrespondieren). Man kann also
die Diskretheit des Gitters durch Ausscheiden der
kurzen Wellen und durch Einarbeitung des gemes-
senen Phononenspektrums beriicksichtigen. Das eben
angefiihrte Ergebnis nehmen wir nur fiir die lineare
Theorie in Anspruch.

Der Deutschen Forschungsgemeinschaft danken wir
fiir die finanzielle Unterstiitzung dieser Arbeit.

Theorie einer zylindrischen Photoionisationskammer hoher Dichte
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(Z. Naturforsch. 25 a, 1053—1062 [1970] ; eingegangen am 28. Februar 1970)

Herrn Professor Dr. Klaus Oswatitsch zum 60. Geburtstag gewidmet

Es wird die Theorie einer zylindrischen Photoionisationskammer bei groer Dichte und kleinem
Ionisationsgrad entwickelt. Unter den zugrunde gelegten Voraussetzungen ldf3t sich das Problem auf
die simultane Losung der mit Produktionstermen behafteten Kontinuitatsgleichungen fiir Ionen und
Elektronen und der Poisson-Gleichung reduzieren. Physikalisch ist der Bereich zwischen den Elek-
troden durch drei Zonen gekennzeichnet: die beiden Raumladungsgrenzschichten an den Elektroden
und das quasineutrale Gebiet dazwischen. Mathematisch ergibt sich eine analoge Aufteilung durch
eine asymptotische Entwicklung der dimensionslosen Grundgleichungen nach einem sehr groflen
Parameter a. Man erhilt explizite Losungen fiir die Stromspannungs-Charakteristik, die Sattigungs-
strome und die Teilchendichten. Die Kenntnis dieser GroBen legt es nahe, die Photoionisations-
kammer fiir die Eichung von Langmuir-Sonden zu verwenden.

Einleitung

Raumladungsphidnomene treten iiberall dort auf,
wo Korper mit einem Plasma in Berithrung kom-
men oder wo grofle Gradienten Ladungstrennungen
ermoglichen. Im besonderen gilt dies fiir elektrische
Grenzschichten bei Wiedereintrittskorpern und Ra-
ketendiisen, ferner fiir die Ionosphdrenforschung,

Sonderdruckanforderungen an Prof. Dr. H. GRONIG, Lehr-
stuhl fiir allgemeine Mechanik der Techn. Hochschule,
D-5100 Aachen.

1 S. H.LaMm, ATAA J. 2,256 [1964].

Untersuchungen des solaren Windes und elektrische
Vorlaufer vor StoBwellen 2. Ein wichtiges Anwen-
dungsgebiet stellt die Sondentheorie im Hinblick
auf die Plasmadiagnostik dar.

Die hier durchgefiihrte Theorie der zylindrischen
Photoionisationskammer verfolgt zwei Ziele: sie er-
moglicht auf Grund asymptotischer Methoden die
Berechnung der kompletten Strom-Spannungscharak-

2 P. M. CHUNG, Electric characteristics of couette flow and
stagnation boundary layer flows of weakly ionized gases.
Aerospace Corp., Rep. TDR-169 (3230-12) TN-2 [Oktober
1962].



